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n?(n+1)’
1. a) Demonstrati identitatea 1° +2° +...+n° = % , pentru orice neN";

b) Fie neN" fixat. Determinati numerele x,,x,,..,X, e(O,oo), care verifica relatia

2 .
(X, + X, +..4 X, ) =X, +X;, +...+ X, , pentru orice k{12,3,..,n}.

2. Fie triunghiul ABC si G centrul de greutate. Fie M e(AB),Ne(BC),P(CA) astfel incat M:@:E.
MB NC PA
Notam cu G, G,, G, centrele de greutate ale triunghiurilor AMP, BMN, respectiv. CNP. Demonstrati ca

triunghiurile ABC si G,G,G, au acelasi centru de greutate.

3. a) Demonstratica oricare ar fi x,y € R si te[0,1] are loc inegalitatea |t +(1—t)y|-+|(1—t)x+ty| <|x|+]y|;

b) Fie a,b,c,d eR astfelincdt a<b<c<d si b—a=d—c.Atunci |b|-+|c|<|a|+|d].

4. Fie x,y,z e(O,oo) cu proprietatea xy,xz,yz <1.

(1+x2)(1+y2)

a) Determinati m <(0,00) maxim pentru care
) i me(0) P 2+ X +y?

>m(1+xy), pentru orice X,y €(0,o0) cu

proprietatea xy <1;
(1+x2)(1+y2) +(1+x2)(1+22) +(1+y2)(1+22) L 34xytaztyz
2+ X2 +y? 2+x*+7° 2+y +z2 2 '
(Gazeta Matematica - 9/2013)

b) Demonstrati inegalitatea
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1. Fiefunctia f:R >R, f(x)=[x]+[—x].
a) Determinati imaginea funciiei f ;
b)  Fie numerele reale x,,X,,...,X,y, cu proprietatea ca f(x,)+f(X,)+...+f(Xy,, ) =—2013. Determinat

cardinalul multimii Z M {X,,X,,.... Xy, } .

2. Pentru orice sir (x,) . de numere reale notdm cu S, = X, +X, +...+X, , pentru orice neN".
a) Fie (a, )n>1 0 progresie aritmetica cu termenii pozitivi . Atunci — > ,/a,a, ;
s n

b) Fie (b,) , o progresie geometricd cu b, 21, VneN". Atunci , Ig( ”jz lgb, -lgb, .

3. a) Demonstratica (1+x)n >1+nx, pentru orice neN" si x e(—1,);

b) Determinati x € R pentru care ~1+2x +31+3x +{1+4x + Y1+ 5x =4+ 4x.

4. Fie a,b,c numere complexe distincte de acelasi modul. Demonstrati ca imaginile lor geometrice sunt varfurile unui
triunghi echilateral daca si numai daca a*(b—c)+b’(c—a)+c’(a—b)=0.
Gazeta Matematica - 9/2013
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cosa —Sina

1. a) Fie aeRsi A:[

NI

1 3

cosn
j. Demonstrati ca A" :( “

sina cos sinna

b) Fie B:{ J Calculati B*®.

—sinna , .
, pentru orice ne N’
cosna

2. Pentruunsir (a,) ., definimsirurile (x,) . si(y,) . prinrelatile x, =min(a,, a,.,) si y, =max(a,.a,.).

ne.

pentru orice neN'.

a) Sase arate ca daca sirul (a,) . are limitd, atunci si sirurile (x,) .

b) Este reciproca adevarata?

si (¥,),, aulimita;

ne!

Gazeta Matematica - 11/ 2013

3. a) Fie ABeM,(C).Demonstrati ca det(A+xB):det(A)+(Tr(A)Tr(B)—Tr(AB))x+det(B)x2, VxeC:
b) Fie ABeM,(R) astfel incat AB=BA si det(A2 +Bz) =0. Demonstrati ca Tr(A)Tr(B)=Tr(AB).

4. Fie a,be(0,:0) si definim sirurile (x,) ., respectiv (y,) . prinrelatile x,=a, y,=b si x,, =

he

Xn+yn

Your = ,pentru neN".

a)
b)

Demonstrati ca aceste siruri sunt convergente si au aceeasi limita;
Determinati limita acestor siruri.

2X,Y,
X, +Y,
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1. Fie (G,e) ungrup. Pentru orice x G siorice neN", notdm x" = xexe..ex.
%/_/

norix
a) Demonstrati ¢ oricare ar fi mneN'si x G are loc egalitatea x™ e x” = x" e x™;
b) Fie x,y €G cu proprietatea ca existd n e N astfel incit x” = y. Demonstrati cd xey =y ex.

Xy

2, Fiefunc’;iaf:(O,oo)—>(0,2),f(x):%@ilegea "+" definitd pe (0,2) prin relatia X*y=—xy X—y+2
N —X—-y+

a) Demonstratica f(xy)=f(x)=*f(y), pentruorice x,y €(0,2);

b) Determinati ue(0,2) pentru care u*u+u= % :

1 n

X .
3. Fiel = dx,neN .
;[x2+1

a) Demonstratica /

n+2

1 , , :
+1,=——,oricare arfi neN";
n+1

b) Demonstrati ca <l < , pentru orice n>2;

1 1
2(n+1) 2(n-1)

c) Calculati limni.

n—o0o

1
4. a) Fie f:[0.1]—>[0,:0) continua, diferita de functia nula. Demonstrati c& _[f(x)dx>0.
0

2k -1

1
b) Pentruorice neN’ consideram functiile continue f,f,,...,f, :[0,1] — R cu proprietatea _[ﬁf(x)dx:—,
0

n
pentru orice k €{1,2,3...,n}. Demonstrati c existd & <[0,1] pentru care f,(a)+1,(a)+...+f,(a)<n.
Supliment Gazeta Matematica, noiembrie 2013

NOTA
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