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CLASA a IX-a — Solutii si barem orientativ

Problema 1. Rezolvati in multimea R ecuatia [2]° + {z}® = 2°.

Solutie. Observam ca, daca {z} = 0, atunci ecuatia este verificata. ............. 2p

De asemenea, ecuatia este verificata in cazul cand [z] =0. ............. ... ... 2p

Pentru {z} # 0 ecuatia este {z}° = (x — [z])(z* + 2®[x] + 2%[z]® + =[z]® + [z]P),
adica {x}* = 2* + 23[x] + 22[z]? + z[z]® + [2]*. Daca [z] # 0, atunci membrul drept
din ultima ecuatie este suma dintre [z]* si patru termeni pozitivi, deci este mai mare
decat 1, iar membrul stang este mai mic decat 1, ceea ce arata ca in acest caz nu exista

solutii. Asadar, multimea solutiilor este [0, 1] UZ. ..., 3p
Problema 2. Demonstrati ca, daca a, b, c sunt numere reale strict pozitive, atunci

a + b + c <3

2a+b+c a+2b+c at+b+2¢c — 4°
Solutie. Notam S = @ 4 D4 Coovvvii 1p
MembrulsténgesteSLM+SLM+SL+C:3—S<SLM+S#%+S#+C> ................. 2p
Inegalitatea devine 45 (Sia + SLH) + S«lkc) > 1p

Deoarece 45 = (S4+a)+ (S+b) + (S+c¢)si (z+y+ 2) (% +1i4 %) > 9 pentru orice
x,y,z > 0, inegalitatea este demonstrata............ ... ... i 3p
Problema 3. Un cerc care trece prin varfurile B gi C' ale unui triunghi ABC taie
din nou laturile (AB) si (AC) in N, respectiv M. Luam punctele P € (MN), Q € (BC)
astfel Incat unghiurile /BAC i ZPAQ sa aiba aceeasi bisectoare.
a) Aratati ca &5 = — Q5

b) Aratati cd mijloacele segmentelor (BM), (CN), (PQ) sunt coliniare.
Solutie. a) Din ipoteza reiese ZAMP = ZABQ si ZM AP = /BAQ, deci AAPM ~

AAQB, de unde ]\é[g = ﬁg, analog ](\,% = % ...................................... 2p
Prin impartire obtinem concluzia............ ... 1p

b) Fie M2 — B9 _ . Avem AP — L AM + £ AN, AQ = L AB + £ AC 1
) Fie ac vem AP = g AM + g5 AN, AQ = g AB + 15 AC. 1p

= —

Pentru mijlocul S al segmentului (BM) avem AS = %(AB + AM); analog pentru
mijloacele T, Ujle segmﬁcelor (C’N ), respectiv (PQ) ... ..o 1p
Deducem AU = k+1AS + k_"f_lAT de unde concluzia ............... .. ... 2p

Problema 4. Un sir (ay),>1 de numere naturale este crescator, neconstant si are
proprietatea: a, divide n?, oricare ar fi n > 1. Aratati ci:

— fie exista un numar natural n, astfel incat a,, = n pentru orice n > nq;

— fie existd un numar natural ny astfel incat a, = n? pentru orice n > na.

Solutie. Deoarece sirul este neconstant, exista ng astfel incat a,, > 1 pentru n > ny.
Astfel, daca p > ng este un numar prim, atunci a, = p sau a, = P2 1p

In cazul cand a, < n pentru orice n, luand un numar prim p > ng obtinem a, = p.
Rezulta apoi inductiv ca a, = n pentrun > p : daca a, =n, atuncin+1 > apy1 > n
st any1 | (n+1)? implicd a,+1 = n + 1. Asadar, in acest caz putem luan; =p..... 3p

Rimane cazul cand existi m € N* astfel incat a, > m. In acest caz, deoarece
m+1 J/m? (deoarece m +1 | m? — 1, m+1 > 1 iar m? si m? — 1 sunt prime intre ele)
rezulta ca a,, 2 m+ 2, deci a1 > m+ 1. Continuand inductiv ob‘glnem an > n pentru
orice n > m. In partlcular luand un numar prlm p > m obtinem ap = p Rezulta apoi
inductiv c a, = n? pentru n > p : daci a,, = n?, atunci a,,; > n? > (n +1)? (ultima
inegalitate fiind valabild deoarece n > p > 3) si api1 | (n+1)32 implicé ane1 = (n+1)%
Agadar, In acest caz putem IUa 79 = P vt e 3p



