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CLASA a X-a
Solutii si bareme orientative

Problema 1. Fie f:[0,00) — R o functie cu proprietatea

[f(x) = f(y)] < [sinz —siny],

pentru orice z,y € [0,00). Demonstrati ca f este marginita si periodica, iar
functia g : [0,00) — R definita prin g(x) = z + f(x) este monotona.

Solutie. Alegand, de exemplu, y = 7, obtinem |f(x)| —|f(7)| < |f(x) —
f(m)| < |sinz| < 1, deci pentru orice = € [0,00) avem |f(x)| < |f(7)| + 1.
Agadar f este marginita......... .. ... i i 2 puncte

Mai mult, pentru y = x + 27 avem

|f(x) — f(x +27)| < |sinz —sin(z + 27)| =0,

deci f are perioada 27. .. ... 1 punct
Din |sinz| < |z|, deducem |f(z) — f(y)| < |z —y|. ..o, 1 punct
Ultima inegalitate conduce la
1< f(@) — fly) <1 sau 0 < x+f(ﬂﬂ)—y—f(y)7
=Yy =Yy
ceea ce este echivalent cu g crescatoare........................... 3 puncte

Problema 2. a) Determinati toate solutiile reale ale ecuatiei 2* = z+1;
b) Se considera functia f : R — R astfel incat

f(f(x)) =27 -1,

pentru orice z € R. Demonstrati ca f(0) + f(1) = 1.
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Solutie.

a) Observam ca z =0 sgi x = 1 sunt solutii..................c.oii... 1p
Ecuatia 2* = x + 1 are cel mult doua solutii deoarece grafic acestea

reprezinta intersectia graficului unei functii convexe cu o dreapta ...... 2p

b) Din f(z) = f(y) deducem f(f(x)) = f(f(y)) deci 2* = 2Y. adica x =y,

prin urmare f este injectiva. ...... ..ot 1p
Avem f(2* —1) = 2f(@) _ 1, pentruoricez € R................ 1 punct

Cum f(0) si f(1) sunt solutiile ecuatiei 28 — 1 = ¢, avem f(0), f(1) €
{0,1} iar din injectivitatea functiei f avem c& f(0) + f(1) = 1....2 puncte



Problema 3. Fie sirul de numere naturale (a,)n>1 astel incat a, < n,
pentru orice n > 1 si

pentru orice n > 2.
a) Aflati as.
b) Determinati termenul general al girului (a, ), In functie de n € N*
Solutie.
Evident a; =1
Din relatia cos "% + cos 752 = 0 se obtinem ag =2 ........... 2 puncte
Prin inductie presupunem ca a; = k,k = 1,n — 1 si din ipoteza obtinem

Ta wk
cos —— = — Z cos
n+1 n+1
k=1
................................................................... 1 punct
Consideram umarul z = cos % + i sin nLH Avem
z—2" 142
2+ 22484+ 4= = .
1—=z 1-=2
................................................................... 1 punct
Deoarece z = % obtinem ca
I+z\  1+=z
1—2z) 1=z
deci Re }f; =0, adica
- wk
Z cos 1= 0
Pt n +
Atunci
Tag ™
cos = cos
n+1 n+1
Deoarece a, <nrezultd ap =mn ...ooviiiiii 3 puncte

Observatie. Se acorda 3 puncte pentru orice modalitate de calcul a

sumei Y 7] cos anl

Problema 4. Fie a i b doud numere rationale astfel Incat numarul
complex z = a + ib sa aiba modulul 1.

Aritati cd modulul numarului complex z, =1+ 2+ 224 -+ + 2" ! este
un numar rational pentru orice n impar.

Solutie. Fie z = cost +isint, t € [0,27),sint,cost € Q. Pentru z =1
concluzia este triviala.



Daca z # 1 avem

2 n—1 2" -1
lzn| =1+ 24+ 2"+ + 2" =
z—1
.................................................................. 2 puncte
Pentru n = 2k +1 € N avem
2" -1 ‘ sin Lk;'l)t
1|~ int
z—1 sin 5
.................................................................. 2 puncte
sin (2Rt .
Réméane sa ardtdm ca x, = ——F— este numar rational.

Avem zp11 — xp = 2cos(k+ 1)t cu g = 1 € Q. Cum cos(k + 1)t =
Re 21 = Re (a + ib)**! € Q, prin inductie rezulta z; € Q pentru orice
k€ N 3 puncte



