Solutii si barem orientativ de corectare la clasa a XII-a

1. a) Ardtati ca functia f :[0,27] — R, f(z) = m admite primitive si orice primitivd a sa este
strict crescatoare.
2
b) C’alcula}fi/ f(z)dx.
0
Solutie gi barem: Start ........ .. 1p
a) f este continua pe [0, 27| deci admite primitive ....... ... ... i 1p
Daca F este o primitiva a lui f, atunci F'(z) = #n(x)’ Vz € [0, 27], deci F este cresc
T2 02 1 1p

b) Pe orice interval I C [0,27], cu m ¢ I, primitiva se poate calcula printr-o schimbare de variabila:

1 (tg (3)) 2
——dr = / 2 dr = —arctg—22—= ... ... ... ... ..., 2p
/ 2+ sin(z) tg(5) +1g(5)+1 V3 V3
Pe intervalul [0, 27], o primitiva F' a lui f va fi:

to(5)+3

\%arctg Fta, r€ 0, )
F(z) =< ¢, =7

)1
\%arctgtg(f/?{" +c3, x € (m,2n]

Deoarece F' trebuie sa fie continua, ¢ = ¢y — \/ig, Cc3 = Co + \/ig ................................. 3p

Din consecinta teoremei lui Lagrange rezulta ca F este derivabila in x = 7 gi F'(7) = f(7). Rezulta
ca

/wa(x)dx:F(Qﬂ)—F(O):— ............................................. 2p

Ny

2. Fie (A, +,) un inel pe care definim operafia "x” prin:
axb=a+0b—ab,Va,b e A,

g1 multimea G = {aeA ‘ E!xEA:a*x:x*a:O}.
Aratati ca (G, *) este un grup.

Solutie gi barem: Start ......... . 1p
* @SHE ASOCIALIVA . ... 2p
x este lege de compozitie pe G: Pentru a,b € G exista x,y € A astfel incat a xx = r*xa = 0 si
bxy=y*xb=0. Atunci (a*xb) x (y*xz) =ax* (bxy)xx=axx=0,deciaxbe G ............ 3p
Elementul neutru este 0 . ... 2p
Orice element @ € G are Un SIMEtTIC ... ... i e 2p

3. a) Demonstrati ca exista o unicd functie f : [0,+00) — R cu proprietatea:

z = f(x)e!@ Vv z>0.



b) Aratali ca f este continud.
c¢) Aratali ca f este derivabild.

d) Calculati: /e f(z)dx.
0

Solutie gi barem: Start ......... . 1p

a) Functia g : [0,00) — [0, 00), definita prin g(y) = ye¥, Yy > 0, este continud, strict crescatoare si

verifica relatiile g(0) = 0, lim g(z) = oo, astfel ca este bijectiva, cu inversa de asemenea continua,
T—r00

1

strict crescéitoare si cu proprietatile g71(0) = 0, lim g~'(x) = co. Functia f = ¢g~! verificd ecuatia
T—>00

r = f(x)ef® Vo >0, si f este marginita pe orice interval marginit. ........................... 2p
b) Fie g > 0 si x > 0,z # 0. Atunci
(%) 2 —x0 = flx)e!@ — f(a)e! @) = (f(z) — f(x0))e!@ + f(z0) (ef(x) - ef(IO)) ............ 1p

Aplicand teorema lui Lagrange functiei y — e¥ pe intervalul cu capetele f(z) si f(zo) si obtinem un
cintre f(x) si f(zo) incat
e — el = e(f(2) = f(0)).

Inlocuind in (x), obtinem:
z — w9 = (f(z) = f(20)) (/™ + f(ao)e”)

Trecem la limita pentru x — 7, tinand cont ci /@) + f(zq)e® > 1, rezultd ca lim f(z) = f(zo) 1p

c¢) Din o
fl@) = flwo) 1

T — Xg o ef(m)‘*‘f(fbo)eC ’

trecand la limita pentru x — xq, rezulta ca f este derivabila si

1
/ R
f(xo) = T T o)l ) T 2p
d) f este strict crescatoare, continua si f(e) = 1. Restrictia lui f la intervalul [0, e] este inversabila
cu inversa f71:[0,1] = [o,€], FTHY) = g€y oo 1p
Avem ca:

Rezulta cd [ f(z)dr =e—1 .. .o 2p

PN

4. Pe multimea G = R* X R se defineste legea de compozitie "o prin:
(a,b) o (c,d) = (ac , be+d).

a) Demonstrati ca (G,o) este grup necomutativ.
b) Aratati ca in G ezista o infinitate de elemente de ordinul 2. Ezistd in G elemente de ordinul 37

Solutie si barem: Start .......... .. 1p
x este lege de compozitie Pe G ... 1p
% €566 ASOCIALIVA .. ottt 1p

Elementul neurtu este perechea (1,0) ......... . 1p



Orice element este inversabil cu (a,b)™! = (%, —%) ............................................. 2p
Pentru orice a € R, perechea (—1,a) este un element de ordin 2 ................................ 2p

Daca (a,b) € G este un element de ordin 3, atunci
(1,0) = (a,b)* = (@*,b(a®> +a+ 1)) = a=1,b=0.

Dar (1,0) este elementul neutru i are ordinul 1, astfel ca G nu contine elemente de ordin 3 ....2p



