
Soluţii şi barem orientativ de corectare la clasa a XII-a

1. a) Arătaţi că funcţia f : [0, 2π] → R, f(x) = 1
2+sinx admite primitive şi orice primitivă a sa este

strict crescătoare.

b) Calculaţi

∫ 2π

0

f(x)dx.

Soluţie şi barem: Start . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
a) f este continuǎ pe [0, 2π] deci admite primitive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Dacǎ F este o primitivǎ a lui f , atunci F ′(x) = 1

2+sin(x)
, ∀x ∈ [0, 2π], deci F este cresc

vatoare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
b) Pe orice interval I ⊂ [0, 2π], cu π 6∈ I, primitiva se poate calcula printr-o schimbare de variabilǎ:∫

1
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Pe intervalul [0, 2π], o primitivǎ F a lui f va fi:

F (x) =


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+ c1 , x ∈ [0, π)

c2 , x = π
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Deoarece F trebuie sǎ fie continuǎ, c1 = c2 − π√
3
, c3 = c2 + π√

3
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

Din consecinţa teoremei lui Lagrange rezultǎ cǎ F este derivabilǎ ı̂n x = π şi F ′(π) = f(π). Rezultǎ
cǎ ∫ 2π

0

f(x) dx = F (2π)− F (0) =
2π√

3
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

2. Fie (A,+, ·) un inel pe care definim operaţia ”∗” prin:

a ∗ b = a+ b− ab, ∀a, b ∈ A,

şi mulţimea G =
{
a ∈ A

∣∣∣ ∃ x ∈ A : a ∗ x = x ∗ a = 0
}

.

Arătaţi că (G, ∗) este un grup.

Soluţie şi barem: Start . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
∗ este asociativǎ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
∗ este lege de compoziţie pe G: Pentru a, b ∈ G existǎ x, y ∈ A astfel ı̂ncât a ∗ x = x ∗ a = 0 şi
b ∗ y = y ∗ b = 0. Atunci (a ∗ b) ∗ (y ∗ x) = a ∗ (b ∗ y) ∗ x = a ∗ x = 0, deci a ∗ b ∈ G . . . . . . . . . . . . 3p
Elementul neutru este 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
Orice element a ∈ G are un simetric . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

3. a) Demonstraţi că există o unică funcţie f : [0,+∞)→ R cu proprietatea:

x = f(x)ef(x),∀ x ≥ 0.



b) Arătaţi că f este continuă.
c) Arătaţi că f este derivabilă.

d) Calculaţi:

∫ e

0

f(x)dx.

Soluţie şi barem: Start . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
a) Funcţia g : [0,∞) −→ [0,∞), definitǎ prin g(y) = yey,∀y ≥ 0, este continuǎ, strict crescǎtoare şi
verificǎ relaţiile g(0) = 0, lim

x→∞
g(x) = ∞, astfel cǎ este bijectivǎ, cu inversa de asemenea continuǎ,

strict crescǎtoare şi cu proprietǎţile g−1(0) = 0, lim
x→∞

g−1(x) = ∞. Funcţia f = g−1 verificǎ ecuaţia

x = f(x)ef(x),∀x ≥ 0, şi f este mǎrginitǎ pe orice interval mǎrginit. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
b) Fie x0 ≥ 0 şi x ≥ 0, x 6= 0. Atunci

(∗) x− x0 = f(x)ef(x) − f(x0)e
f(x0) = (f(x)− f(x0))e

f(x) + f(x0)
(
ef(x) − ef(x0)

)
. . . . . . . . . . . .1p

Aplicând teorema lui Lagrange funcţiei y 7→ ey pe intervalul cu capetele f(x) şi f(x0) şi obţinem un
c ı̂ntre f(x) şi f(x0) ı̂ncât

ef(x) − ef(x0) = ec(f(x)− f(x0)).

Înlocuind ı̂n (∗), obţinem:

x− x0 = (f(x)− f(x0))
(
ef(x) + f(x0)e

c
)

Trecem la limitǎ pentru x→ x0, ţinând cont cǎ ef(x) + f(x0)e
c > 1, rezultǎ cǎ lim

x→x0
f(x) = f(x0) 1p

c) Din
f(x)− f(x0)

x− x0
=

1

ef(x)+f(x0)ec
,

trecând la limitǎ pentru x→ x0, rezultǎ cǎ f este derivabilǎ şi

f ′(x0) =
1

ef(x)+f(x0)e
f(x0)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

d) f este strict crescǎtoare, continuǎ şi f(e) = 1. Restricţia lui f la intervalul [0, e] este inversabilǎ
cu inversa f−1 : [0, 1]→ [o, e], f−1(y) = yey . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Avem cǎ: ∫ e

0

f(x) dx+

∫ 1

0

f−1(y) dy = e .

Rezultǎ cǎ
∫ e
0
f(x) dx = e− 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

4. Pe mulţimea G = R∗ × R se defineşte legea de compoziţie ”◦” prin:

(a, b) ◦ (c, d) = (ac , bc+ d).

a) Demonstraţi că (G, ◦) este grup necomutativ.
b) Arătaţi că ı̂n G există o infinitate de elemente de ordinul 2. Există ı̂n G elemente de ordinul 3?

Soluţie şi barem: Start . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
∗ este lege de compoziţie pe G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
∗ este asociativǎ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Elementul neurtu este perechea (1, 0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p



Orice element este inversabil cu (a, b)−1 =
(
1
a
,− b

a

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Pentru orice a ∈ R, perechea (−1, a) este un element de ordin 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
Dacǎ (a, b) ∈ G este un element de ordin 3, atunci

(1, 0) = (a, b)3 = (a3, b(a2 + a+ 1)) =⇒ a = 1, b = 0.

Dar (1, 0) este elementul neutru şi are ordinul 1, astfel cǎ G nu conţine elemente de ordin 3 . . . . 2p


