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Clasa a XI-a

Subiectul 1

Deduce ca

1 1 1
2A* +2B* —2A—2B+1, =2(A*+B*~A—-B+-1,) = 2[(A— §In)2+(B— 5Jn)?]

2
................................................................................ 2p
Scrie )

2A* +2B* - 2A 2B+ 1, =2[(A—-=1,)* —i*(B — 5[n)?] (1)
................................................................................ 1p

Din (1) si ipoteza AB = BA deduce ca

242 £ 9B — 94— 2B + I, = 2[(A — %]n) (B - %In)][(A - %In) +i(B - %In)]

................................................................................ 2p
Noteazd X = (A — 3I,) — (B — 31,,) si obtine ci
X = (A=ir)+i(B=1t1)

2 2
............................................................................... 1p
Deduce ca 24% +2B% —2A — 2B+ 1, = 2XX .. ... i 1p
Obtine

det(2A4% +2B? — 24 — 2B + I,,) = 2" det(X X) > 0
................................................................................ 2p
Subiectul 2
S ATt 1p
Observa ca

(zA+yB)? = 22A% + y*B? + 2y(AB + BA) = 22 A? + y*B* + 2y(A* + B?)
= (2* + 2y) A% + (v* + 2y)B?, (V) z,y € C. (1)
................................................................................ 2p



Scrie relatia Cayley-Hamilton pentru matricea xA + yB:
(xA +yB)? — [tr(zA+yB)] (zA+yB) + [det(x A+ yB)] Iy = O,.
Utilizand relatia (1) si faptul ca tr(zA +yB) = x tr(A) + y tr(B) = 0, obtine

(2% + 2y)A* + (v* + 2y)B* = —[det(zA +yB)] I, (V) z,y € C. (2)

Din relatia Cayley-Hamilton pentru matricile A si B, obtine A? = —(det A)I,, si
respectiv B? = —(det B)I,. Inlocuind in relatia (2) obtine

Dénd valori convenabile pentru z,y in relatia (3), obtine relatiile

det(A + B) = 2(det A + det B), (4)

det(A+eB) = (14 ¢)det A+ (2 +¢)det B, (5)

det(A +e?B) = (1 +&*)det A + (¢ + &%) det B. (6)
................................................................................ 1p

Inmulteste relatia (5) cu 22, o aduni la relatia (6) inmultiti cu 2, si folosind
formulele €2 = 1, 1 + ¢ + &% = 0, obtine

2e? det(A + eB) + 2e det(A + €’ B) = 2(det A + det B).

................................................................................ 1p
Foloseste relatia (4) si finalizeaza. .......... ... . . i 1p
Subiectul 3
1 o PP 1p
Prin inductie arata ca
5
2<xn<§, Vn >3 (1)
deci (z,) este MArGINIt. ... ... 2p
Considera functia
1
f:(0,00) = (0,00), f(x)= 2+E
si observa ca f este strict descrescatoare pe (0,00) . ... ..ovviiiiiiiiiiiia.. 0.5p
Observa ca x,+1 = f(x,), pentru orice n € N,n > 1 gi obtine ca
Tony1 = (fo [)(w2n-1), Yn€Nn>1 (2)



si

Tonte = (fo f)(xe,), YneNn>1 (3)
................................................................................ 1p
Deduce ca f o f este strict crescatoare ......... ... . ... i 0.5p
Calculeaza

3 x T 17

To = = — f——J—

2 3= 3 W=
.............................................................................. 0.5p

Din zy < x3, utilizand relatia (2) i faptul ca f o f este strict crescatoare, deduce ca
(x9n—1) este strict crescator. Folosegte (1) si obtine ca sirul (z2,-1) este convergent

Din xo > x4, utilizand relatia (3) si faptul ca f o f este strict crescatoare, deduce ca
(x9,,) este strict descrescator. Folosegte (1) si obtine ca sirul (xs,) este convergent

Noteaza cu l; = lim x5, 1 i culys = lim x5,, trece la limita in relatia de recurenta
n—oo n—o0

si obtine

1 1
Lh=24+—, =2+ — (4)
ly L
................................................................................ 1p
Din (4) si (1) deduce ca ly =1l «ovviiini 0.75p
Din ]
=2+~
T
si (1) deduce ca l =14 v/2 . 0.75p

Subiectul 4

81 4 81
To =81, x3 =324 <3 =81, x4 <3% <3

............................................................................. 15p
Prin inductie arata ca
l<z,<3, Vn=>4 (1)
................................................................................ 1p
Din (1) obtine ca .
1 <@, <30+0', Vn>5 (2)
................................................................................ 1p
Din (2) deduce ca (z,),>1 este convergent si lim z, = 1............... ... ... 1p

n—oo



(ii) Obtine ca

wt = (3(211;!)(%1)! =371 — 3.

n

.............................................................................. 1.5p

(iii) Deduce ca

e 3 — ]
lim (n + 1)!(z, — 1) = lim (n + 1)! (3*@61 —1) — lim <T-xn_1> (3)
n—00 n—00 n—00 n—l

(nt1)!
.............................................................................. 1.5p
Foloseste faptul ca

lim Tl
si din (3) deduce ca
lim (n+ 1)!(z,, — 1) = (In3)( lim z,_) = In3.
n—oo n—oo
.............................................................................. 1.5p

Nota: La fiecare subiect, o solutie corecta (alta decat cea propusa in barem), va fi
punctata cu 10 p.



