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Barem de corectare

Clasa a XI-a

Subiectul 1

Start . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Deduce că

2A2 +2B2−2A−2B+ In = 2(A2 +B2−A−B+
1

2
In) = 2[(A− 1

2
In)2 +(B− 1

2
In)2]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Scrie

2A2 + 2B2 − 2A− 2B + In = 2[(A− 1

2
In)2 − i2(B − 1

2
In)2] (1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Din (1) şi ipoteza AB = BA deduce că

2A2 + 2B2 − 2A− 2B + In = 2[(A− 1

2
In)− i(B − 1

2
In)][(A− 1

2
In) + i(B − 1

2
In)]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Notează X = (A− 1
2
In)− i(B − 1

2
In) şi obţine că

X̄ = (A− 1

2
In) + i(B − 1

2
In)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 p

Deduce că 2A2 + 2B2 − 2A− 2B + In = 2XX̄ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Obţine
det(2A2 + 2B2 − 2A− 2B + In) = 2n det(XX̄) ≥ 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Subiectul 2

Start . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Observă că

(xA + yB)2 = x2A2 + y2B2 + xy(AB + BA) = x2A2 + y2B2 + xy(A2 + B2)

= (x2 + xy)A2 + (y2 + xy)B2, (∀) x, y ∈ C. (1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
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Scrie relaţia Cayley-Hamilton pentru matricea xA + yB:

(xA + yB)2 − [tr(xA + yB)] (xA + yB) + [det(xA + yB)] I2 = O2.

Utilizând relaţia (1) şi faptul că tr(xA + yB) = x tr(A) + y tr(B) = 0, obţine

(x2 + xy)A2 + (y2 + xy)B2 = −[det(xA + yB)] I2, (∀) x, y ∈ C. (2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Din relaţia Cayley-Hamilton pentru matricile A şi B, obţine A2 = −(detA)I2, şi
respectiv B2 = −(detB)I2. Înlocuind ı̂n relaţia (2) obţine

det(xA + yB) = (x2 + xy) detA + (y2 + xy) detB, (∀) x, y ∈ C. (3)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Dând valori convenabile pentru x, y ı̂n relaţia (3), obţine relaţiile

det(A + B) = 2(detA + detB), (4)

det(A + εB) = (1 + ε) detA + (ε2 + ε) detB, (5)

det(A + ε2B) = (1 + ε2) detA + (ε + ε2) detB. (6)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Înmulţeşte relaţia (5) cu 2ε2, o adună la relaţia (6) ı̂nmulţită cu 2ε, şi folosind
formulele ε3 = 1, 1 + ε + ε2 = 0, obţine

2ε2 det(A + εB) + 2ε det(A + ε2B) = 2(detA + detB).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Foloseşte relaţia (4) şi finalizează. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Subiectul 3

Start . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Prin inducţie arată că

2 < xn <
5

2
, ∀n ≥ 3 (1)

deci (xn) este mărginit. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Consideră funcţia

f : (0,∞)→ (0,∞), f(x) = 2 +
1

x

şi observă că f este strict descrescătoare pe (0,∞) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5 p

Observă că xn+1 = f(xn), pentru orice n ∈ N, n ≥ 1 şi obţine că

x2n+1 = (f ◦ f)(x2n−1), ∀n ∈ N, n ≥ 1 (2)
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şi
x2n+2 = (f ◦ f)(x2n), ∀n ∈ N, n ≥ 1 (3)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Deduce că f ◦ f este strict crescătoare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5 p

Calculează

x2 = 3 x3 =
7

3
x4 =

17

7

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5p

Din x1 < x3, utilizând relaţia (2) şi faptul că f ◦ f este strict crescătoare, deduce că
(x2n−1) este strict crescător. Foloseşte (1) şi obţine că şirul (x2n−1) este convergent
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Din x2 > x4, utilizând relaţia (3) şi faptul că f ◦ f este strict crescătoare, deduce că
(x2n) este strict descrescător. Foloseşte (1) şi obţine că şirul (x2n) este convergent
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Notează cu l1 = lim
n→∞

x2n−1 şi cu l2 = lim
n→∞

x2n, trece la limită ı̂n relaţia de recurenţă

şi obţine

l1 = 2 +
1

l2
, l2 = 2 +

1

l1
. (4)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Din (4) şi (1) deduce că l1 = l2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.75p

Din

l = 2 +
1

l

şi (1) deduce că l = 1 +
√

2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.75p

Subiectul 4

Start . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

(i) Observă că

x2 = 81, x3 = 3
81
24 < 34 = 81, x4 < 3

81
5! < 3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.5 p

Prin inducţie arată că
1 < xn < 3, ∀n ≥ 4. (1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Din (1) obţine că

1 < xn < 3
3

(n+1)! , ∀n ≥ 5 (2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Din (2) deduce că (xn)n≥1 este convergent şi lim
n→∞

xn = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
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(ii) Obţine că

x(n+1)!
n =

(
3

xn−1
(n+1)!

)(n+1)!

= 3xn−1 −→
n→∞

3.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.5p

(iii) Deduce că

lim
n→∞

(n + 1)!(xn − 1) = lim
n→∞

(n + 1)!
(

3
xn−1
(n+1)! − 1

)
= lim

n→∞

(
3

xn−1
(n+1)! − 1

xn−1

(n+1)!

· xn−1

)
(3)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.5p

Foloseşte faptul că

lim
n→∞

xn−1

(n + 1)!
= 0

şi din (3) deduce că

lim
n→∞

(n + 1)!(xn − 1) = (ln 3)( lim
n→∞

xn−1) = ln 3.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.5p

Notă: La fiecare subiect, o soluţie corectă (alta decât cea propusă ı̂n barem), va fi
punctată cu 10 p.
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