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Barem de corectare

Clasa a X-a

Subiectul 1

Start . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

(a) Din x = y ∈ U deduce
x

x
= 1 ∈ U . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Din 1, x ∈ U deduce
1

x
= x−1 ∈ U . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Din x, y ∈ U deduce x, y−1 ∈ U , apoi
x

y−1
= xy ∈ U . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

(b) Consideră U = {x1, x2, . . . , x2016} şi xk ∈ U arbitrar; afirmă că xkx1, xkx2, . . . , xkx2016 sunt distincte şi
elemente ale lui U , de unde deduce U = {x1, x2, . . . , x2016} = {xkx1, xkx2, . . . , xkx2016} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
Face produsul elementelor lui U ı̂n cele două moduri obţine x2016k = 1; finalizează . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
Observaţie. Punctul (b) se poate aborda şi direct, independent de punctul (a), scriind U = {x1, x2, . . . , x2016} ={
x1
xk
,
x2
xk
, . . . ,

x2016
xk

}
.

Subiectul 2

Start . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Consideră M(z), A(a), B(b), C(c), D(d) şi rescrie inegalitatea din ipoteză

z(b̄+ d̄− ā− c̄) + z̄(b+ d− a− c) ≥ |b|2 + |d|2 − |a|2 − |c|2

pe baza egalităţilor MA2 = |z − a|2 = (z − a) · z − a = |z|2 + |a|2 − zā− z̄a şi a celorlalte egalităţi analoage 3p
Pentru orice z avem deci inegalitatea 2Re(z̄ · (b + d − a − c)) ≥ |b|2 + |d|2 − |a|2 − |c|2; dacă presupunem

f
not
= b + d − a − c 6= 0, atunci se obţine contradicţie (alegând de exemplu z = αf cu α ∈ R arbitrar); rezultă

f = 0, adică a+ c = b+ d, de unde ABCD este paralelogram . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p
Avem că 2(|b|2 + |d|2) ≤ 2(|a|2 + |c|2) din care scăzând membru cu membru |b + d|2 = |a + c|2 şi utilizând
identitatea paralelogramului obţinem |b− d|2 ≤ |a− c|2 ⇔ |b− d| ≤ |a− c|, adică BD ≤ AC . . . . . . . . . . . . . . . 3p
Observaţie. Oricărei alte soluţii corecte (sintetice, analitice, etc.) i se acordă punctajul maxim.

Subiectul 3

Start . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

(a) Pentru x > y ≥ 0 arată că avem cosh+(x)− cosh+(y) =
ey(ex−y − 1)(1− e−(x+y))

2
> 0 şi deduce că funcţia

cosh+ este strict crescătoare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Arată că pentru y ∈ [1,∞), ı̂n urma substituţiei ex = t ≥ 1, ecuaţia cosh+(x) =
t+

1

t
2

= y are unica soluţie

supraunitară t = y+
√
y2 − 1, de unde deduce că funcţia cosh+ este inversabilă, precum şi expresia din enunţ a

inversei acesteia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p



(b) Factorizează 16y5 − 20y3 + 5y − 1 = (y − 1)(4y2 + 2y − 1)2 ≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Scrie echivalent egalitatea de la punctul (b) din enunţ, aplicându-i funcţia (injectivă) cosh+, astfel:

cosh+(5 · arccosh+(y)) = 16y5 − 20y3 + 5y ......... 1p

Demonstrează prin calcul direct că avem

cosh+(5x) = 16cosh5
+(x)− 20cosh3

+(x) + 5cosh+(x)

şi deduce egalitatea din enunţ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Subiectul 4

Start . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

(a) Pentru t ∈ (0, 1) şi x 6= y ∈ (0,∞) (care implică
x

y
− 1 6= 0, dar şi

x

y
− 1 > −1) aplică inegalitatea lui

Bernoulli: (
1 +

(
x

y
− 1

))t

< 1 + t ·
(
x

y
− 1

)
,

despre care observă, după calcule şi logaritmare, că este echivalentă cu concavitatea strictă a funcţiei ln . . . . 2p
(b) Fie t ∈ (0, 1) şi x 6= y ∈ J ; atunci există a 6= b ∈ I astfel ı̂ncât x = f(a), y = f(b); convexitatea strictă a
inversei lui f ı̂nseamnă:

f−1(tx+ (1− t)y) < tf−1(x) + (1− t)f−1(y), ......... 1p

care prin aplicarea funcţiei f (strict crescătoare) este echivalentă cu tx+ (1− t)y < f(tf−1(x) + (1− t)f−1(y))
şi apoi cu

tf(a) + (1− t)f(b) < f(ta+ (1− t)b),

care este adevărată ı̂n virtutea concavităţii stricte a lui f . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Aplică această proprietate şi deduce pe baza punctului (a) că funcţia ex este strict convexă şi apoi că funcţia
cosh+ este şi ea strict convexă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
(c) Presupune că ecuaţia ar avea trei soluţii distincte x1 < x2 < x3; atunci există t ∈ (0, 1) astfel ı̂ncât
x2 = tx1 + (1− t)x3; apoi obţine ax2 + b = f(x2) > tf(x1) + (1− t)f(x3) = t(ax1 + b) + (1− t)(ax3 + b) = ax2 + b
– contradicţie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
(d) Observă că x ≥ 1; scrie echivalent ecuaţia astfel:

ln
(
x+

√
x2 − 1

)
= (x− 1) · ln

(
2 +
√

3
)
.

Aplicând proprietăţile din problema 3 şi din punctul (b) deduce că funcţia din membrul stâng este strict concavă
pe [1,∞); din punctul (c) rezultă că ecuaţia are cel mult două soluţii, despre care observă că sunt x = 1 şi x = 2
2p

Notă: La fiecare subiect o soluţie corectă (alta decât cea propusă ı̂n barem) va fi punctată cu 10 p.


