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Enunturi

Clasa a VIII -a

1. Pentru orice numar real = se noteaza E(x) = 2z — 1.

a) Aratati ca dacd z,y € <%, oo> si x4y =3, atunci \/E(z) + /E(y) < 3.
b) Determinati multimea valorilor lui M > 0 astfel incat inegalitatea
10E%(x) — 60E(x) +89 < 0
sa fie adevarata pentru orice x € R cu proprietatea ca |z — 2| < M.
2. Consideram multimea Z[v/2] = {a +bv/2 : a,b € Z}.

a) Aratati ca daca a + W2, c+dv2 e Z[\/ﬁ] atunci a + bv/2 = ¢ + dv/2 daci si
numai daca a = c si b = d.

1
b) Determinati patru elemente ale multimii Z[v/2] N [O, 5] .

1
¢) Aritati ca multimea Z[v/2] N [O, 5} este infinita.

3. Fie a > 0. Dintre toate piramidele triunghiulare regulate cu muchiile laterale de

% 0

lungime egale cu ”"a”, aratati ca exista una de volum maxim. Determinati aceasta
pramida si volumul maxim.

4. In cubul ABCDA'B'C'D’ cu BD' = /3, fie M si N mijloacele muchiilor [B'C"],
respectiv [C'D'].

a) Daca MNNA'D" = {T} determinati raportul in care punctul de intersectie al
dreptei AT cu dreapta C'D’ imparte muchia [C'D'].

b) Determinati perimetrul poligonului obtinut prin sectionarea cubului cu planul
(AMN).

¢) Aratati ca oricum am alege 217 puncte in interiorul cubului, exista doua la o

1
distanta unul fata de celalalt mai mica de 3

Timp de lucru: 3 ore
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Barem de corectare

Clasa a VIII-a

Subiectul 1 Pentru orice numar real x se noteaza E(x) = 2x — 1.

1
a) Ardatati ca daca x,y € (5, oo) six+y =3, atunci \/E(x) + \/E(y) < 3.

b) Determinati mulfimea valorilor lui M > 0 astfel incat inegalitatea 10E*(z) —
60E(x)+89 < 0 sa fie adevarata pentru orice v € R cu proprietatea ca |x —2| < M.

Barem: Start ........... . (1p)
a) Arata ca \/E(x) <z, A/EW) S Y oo (2p)
Justifica faptul cel putin una din inegalitatile de mai sus este stricta ..... (1p)
Insumeaza inegalitatile de mai sus i deduce /E(z) +E(y) <3 ....... (1p)
b) Evalueazd 10E?(z) — 60E(x) + 89 = 10(E(x) — 3)2 —1=40(x —2)>—1 (2p)

V10
Deduce ca inegalitatea din enunt este echivalenta cu |z — 2| < S0 (1p)
10
Deduce M € <O, 2—\/0_] .................................................. (2p)

Subiectul 2 Considerdm multimea Z[\/2] = {a +bv2 : a,b € Z}.

a) Aratafi ca daca a + W2, c+dv2 e Z[ﬁ] atunci a + bv/2 = ¢ + dv/2 dacd si
numai daca a = ¢ st b= d.

1
b) Determinati patru elemente ale multimii Z[v/2] N [0, 5} )

1
¢) Ardtati cd multimea Z[+/2] N [0, 5} este infinita.

Barem: Start ........... (1p)
a) Din (b—d)v2=c—asivV2¢ Q,sededuceb=dsidecia=c ........ (1p)
b) Da exemplu de patru elemente distincte (de exemplu 0, —14+/2,3—-2v/2, =4+
3v/2) pentru care verifici apartenenta la multimea data ..................... (1p)

¢) Daci a,b € Z, notand a + b = k obtinem cd a + bv/2 = k + b(v/2 — 1).
1+2

1
Inegalitatea 0 < a+ byv/2 < 3 va fi echivalenta cu —(1+ \/§)k <bh< 5 (1+

V) (2p)
Pentru k € Z, alegand b, = 1 + [—(1 + ﬂ)k} se verifica ca inegalitatea ante-
rioara este adevarata pe baza definitie partii intregi ......................... (2p)




Subiectul 3 Fie a > 0. Dintre toate piramidele triunghiulare requlate cu muchiile

laterale de lungime egale cu "a” aratati ca exista una de volum maxim. Determinati

aceasta piramida st volumul mazim.

Barem: Start ............ (1p)

Daca SABC este o astfel de piramida cu SA = SB = SC = a atunci aceasta

are acelagi volum cu piramida C'SAB (de varf C si baza ASAB) ............ (2p)
1 —

Vsvap = 6a2 SIN(ASC)A(C, (SAB) ) o (1p)

Vegap este maxima cand m(A/SE) =90° (deci SALSB) ..o, (2p)

51 SC' L (SAB) (deci d(C,(SAB)) =SC) ooiiii i (2p)

Deduce ca volumul maxim se obtine pentru piramida tridreptunghica (SA L

SB 1 SC) regulata, iar acest volum maxim este % ......................... (2p)

Subiectul 4 In cubul ABCDA'B'C'D' cu BD' = /3, fie M si N mijloacele muchi-
ilor [B'C"], respectiv [C'D'].

a) Daca MN NA'D" ={T} determinati raportul in care punctul de intersectie al
dreptei AT cu dreapta CD' imparte muchia [CD'].

b) Determinati perimetrul poligonului obtinut prin sectionarea cubului cu planul
(AMN).

c) Ardtati ca oricum am alege 217 puncte in interiorul cubului, exista doud la o

distanta unul fata de celalalt mai mica de 3"

Barem: Start ........... . (1p)

a) Obtine ca muchia cubului este 1 ...... ... .. ... oL, (0,5p)

Dreptele AT si CTD’ sunt necoplanare, deci nu se intersecteaza ............ (0,5p)
D/“‘..-_-':" ...-'.“N Cl
A By v




b) Fie AT N DD’ = {P}.

1
Din AMNC'" = ANTD' (justificata ) deduce D'I' = MC’ = CIRRRERRRES (0,5p)
D'pP DT 1

Justifica APD'T ~ APDA si deduce PD = AD T3 e (0,5p)

Notam (AMN) =«

Cum T'e MN C asededce ca T € a si deci AP = AT C an(ADD’) .(0,5p)

FieU=MNNAB". AtunciU € o ... (0,5p)

Se deduce AU = aN (ABB'). .o (0,5p)

Daca AUNBB' = {Q} atunci intersectia dintre « si fetele cubului este pentagonul
AQMNDP .. (1p)

B’ 1 2
Deduce Qg b si deci BQ = FURRRRRERRR LR L RE P RE PR ERTTERERIRES (0,5p)

Aplicand Teorema lui Pitagora in triunghiuri bine specificate se deduce ca AQ =

AP_@,MQ_NP_?,MN_g ................................. (1p)

Se obtine ca perimetrul pentagonului este v/13 + I RAARERELERERRREREEE (1p)

1
¢) Descompune cubul in 216 ”cubulete” de muchie — cu fetele paralele cu cele

ale cubului si deduce ca exista cel putin unul care sa contina doua dintre aceste 217
PUNCEE .o (1p)
Distanta dintre aceste doua puncte este mai mica decat diagonala ” cubuletului”

3 1
ce le contine, deci mai mica decat \/?— o (1p)

3

Nota: La fiecare subiect, o solufie corecta (alta decat cea propusa in barem), va fi
punctata cu 10 p.



