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Subiectul 1

a) Enumerdm submultimile biconvexe de 4 elemente ale multimii {1, 2, 3,4, 5,6}
dupa cel mai mic element al lor:

-submultimile biconvexe de patru elemente in care cel mai mic element este 1:
{1,2,3,4},{1,2,4,5},{1,2,5,6};

-submultimile biconvexe de patru elemente in care cel mai mic element este 2:
{2,3,4,5} si {2,3,5,6};

-submultimile biconvexe de patru elemente in care cel mai mic element este 3:
S TR 5 T 1 T 2p

b) O multime biconvexa X de trei elemente este formata din numere consecutive:
daca x este cel mai mic element al lui X, atunci x +1 € A (xr —1 ¢ A, deoarece
x —1 < ), iar dacd y este cel mai mare element al lui X, atunci y — 1 € X, si cum
X are trei elemente, trebuie cay —1 =z + 1, deci X = {z,z+ 1,z +2}. ..... 2p
Agadar submultimile biconvexe de trei elemente ale multimii {1, 2, 3,...,2016} sunt:
{1,2,3},{2,3,4},{3,4,5}, ..., {2014, 2015, 2016 }, iar numarul lor este 2014. ....2p

c) Procedand ca la b) deducem ca multimile biconvexe de patru elemente sunt
de forma {z, 2+ 1y, y+ 1} cuz+ 1 <Y covriii e 1p

Luand in considerare cel mai mic element din submultime (ca in exemplul de la
a)), deducem c& multimea {1,2, 3, ...,2016} are 2013 submultimi biconvexe de patru
elemente In care cel mai mic element este 1 (submultimile de forma {1,2, &,k + 1},
unde k € {3,4,...,2015}), 2012 submultimi biconvexe cu cel mai mic element egal
cu 2 (submultimile de forma {2,3,k, k+1}, cu k € {4,5,...,2015}), 2011 submultimi
biconvexe cu cel mai mic element egal cu 3, ..., o submultime cu cel mai mic element
egal cu 2013, care dau un total de 1 4+ 2 + ... + 2013 = 2013 - 1007 submultimi. 2p

Subiectul 2

a) Fie S mijlocul laturii [AB]. Atunci [MS] este linie mijlocie in trapez, deci
MS | ABsi

MS — % — SB =S4,
de unde deducem ca m(LMBA) = m(LMAB) =45° ... i 2p

b) Avem de demonstrat doud implicatii:

(«<): Daca AX = BC sau AX = AD, atunci m(£CXD) = 90°.

(=): Dacd m(£LCXD)=90° atunci AX = BC sau AX = AD.

Demonstram (<):

e Dacd AX = BC, atunci BX = AB—AX = (AD+ BC)—BC = AD. Rezulta
cd ANAXD = ABCX (CC), de unde deducem ca ZAXD = ZXCB. Asadar



3

m(Z/AXD) + m(/CXB) = m(/XCB) + m(/CXB) = 90°, deci m(/CXD) =

180° — 90° = 90° (ACXD este chiar dreptunghic isoscel). .................... 2p
e Daca AX = AD, atunci BX = BC, deci AAXD si ABCX sunt triunghiuri
dretunghice isoscele, de unde deducem ci m(ZCX D) = 180° — 90° = 90°. ....2p
Demonstram (=):
Observam ca m(ZCXD)=90° < MX =<2 ... 1p

Am vazut deja cd exista doua puncte X € [AB] cu m(LCXD) = 90° (cele
pentru care AX € {BC,AD}). Notam cu X si X; aceste puncte, ca in figurd, si
aratdm ca pentru celelalte puncte P de pe [AB], MP # S2.

intr—adevér, dacd P se afla intre X gi Xy, atunci MP < MX; (deoarece M X,
este mai departatd de piciorul S al perpendicularei pe AB decat MP), si cum
MX; =2, MP < €2, La fel, daca P(P ¢ {X,X1}) nu se afld intre X si Xj,
atunci M P > %. ........................................................... 2p

Precizari la barem

Variante

a) 1. Demonstram cd [BM si [AM sunt bisectoarele unghiurilor ZABC' si
/BAD, aratand ca M este egal departat de BC, BA si AD.

In acest scop construim MN L BC,N € BC, MR 1 AD,R € AD s MS 1
AB,S € AB (S este mijlocul lui [AB]) si observam ci MS = MN = MR = 48
(vezi solutia de mal SUS). . ....ouuieiii it e 2p

2. Fie {Q} = BM () AD.

Deoarece CM = MD, /DM@ = ZBMC si ZMDQ@ = £ZBCM, triunghiurile
ADMQ@ si ACM B sunt congruente (ULU), deci DQ = BC. ................. 1p

Tinand seama de ipoteza AB = AD + BC deducem cia AB = AQ. Asadar
ABAQ este dreptunghic isoscel, deci m(ZABM) = 45°. Analog se aratd ci
M(LBAM) = 45°. ..o 1p

b) 1. (pentru implicatia (=))

m(£ZCXD) = 90° = MX = <2, deci X se afla atat pe [AB] cat si pe cercul

de centru M si raza % ...................................................... 2p



Cum intersectia dintre un cerc si o dreapta are cel mult doua puncte, X si X3
sunt singurele de pe [AB] din care [C D] se vede sub un unghi drept. ........ 1p

2. Folosim teorema si reciproca teoremei lui Pitagora.

Fie AD = a,BC = b, AX = x. Atunci XB = a + b — x si, din teorema lui
Pitagora, DX? = a? + 22, CX?=0*+ (a+b—12)%, CD? = (a —b)?> + (a + b)? 2p

Tinand seama de aceste egalitati, deducem succesiv:

m(/CXD) =90° <= XD? + XC? = CD? <=
—=a+2°+(a+b—2)+b*=(a—b)>+ (a+b)? =
= a®+ 22+ (a+b)? —2z(a+b)+ 22+ =a®—2ab+ b + (a+b)? =

—ar?—(a+br+ab=0<+= (x—a)(xr—b) =0+<=z=asauz=>h

m(LCX D) =90° <= m(LCXB)+m(£DXA) =90° <— LCXB = /XDA <—

BC  BX

<= AX -XB=BC-AD.

Din ipoteza stim si c& XA 4+ XB = BC + AD, deci
(AD—BC)? = (AD+BC)?>~4AD-BC = (AX+XB)?~4AX-XB = (AX-XB)?,

adichk A X —XB=AD - BCsau AX —XB=BC—-AD. ................... 3p
In primul caz, AX = AD (adunéand egalitétile AX + XB = AD + BC i AX —
XB=AD — BC), iar in al doilea caz AX = BC ..........ccoiiiiiiiiiiii... 1p
Solutii incomplete
b) Sesizarea faptului ca trebuie demonstrate doud implicaii ............... 1p

Subiectul 3

a) Ardtam ca laturile [AQ)] si [LR] sunt paralele gi congruente, iar AQ = AR.

: s AR _ AB _ AB : _ AB-AC
Din CE||AB rezulta 45 = &5 = 4¢&, de unde obtinem AR = £54%.

In mod analog se obtine AQ = fgﬁé‘%, deci AQ=AR. ................... 1p
Din teorema bisectoarei, % = %, deci % = % = ﬁ—g, de unde deducem
CA LRI QA. e 2p

LR||QA = ZALR = /BAL = /ZLAR, deci triunghiul ARL este isoscel cu
AR = LR. Tinand seama de egalitatea AR = QA, obtinem cd LR = QA. Avand

doud laturi opuse paralele si congruente, AQLR este paralelogram ............ 1p
In plus, AQLR are laturile alaturate [AQ], [AR] congruente, deci este romb. 1p
b) Demonstram cd ABQc = AABR- <« cvveemeei i 1p

Notand cu cu hy si he (respectiv) lungimile indltimilor din C' si R ale triunghi-
urilor BQC' si ABR, trebuie sa ardtam ca QB - hy = AB - hy sau, echivalent,
QB _ h
AB — ﬁ .................................................................... ].p

ha _ AR QB _ AB AB

Toiny _ AR __ AB . i QB AB s o QB _
Insaf_Ac_iABJrACvlar din OA = Ac rezultd i %5 = 25140 - 2p



Precizari la barem
Varianta la b)
Aprr = AagL, deoarece cele doud triunghiuri au aceeasi baza [RL], iar varfurile

A si B sunt situate pe o paraleld la RL si analog Acgr = Aagr. -+ ovovvnnn. 2p
Prin adunare, Agprr + Acgr = Aagrr. Scézand din ambii membri ai acestei
egalitati Agpr, + Arpr obtinem egalitatea ceruta. .................. .. ... 2p

Subiectul 4

1 i 1p
a) Fiex = r?+r,under € Q,T—F% < 0. Atuncix—&—% = r2+r+% = (r—i—%)Q >0,
iar a = :ch%:\/(T+%)2:|r+%|:—(r+%)€(@. ...................... 1p.
Rezulta ca Fjy :m—l—%—&—,/x—l—i:r2+r+%—r—%:r2,deci VE, =Vr? =
= —r i Bl =04+ VEy =12+ =1 =FEge. oot 2p
Apoi By = a++E7 = r24r—r =12, B3 = a+VEy = r24+r—r =12, ..., F1p = 12,
deci b=+ FEig=—-r¢€ @ ..................................................... 1p

Observatie. Daca r + % >0, atunci a =r + %, b=r+1.

b) Remarcdm cd Eg =z + 1 +/z+ 1+ 1 = ({/z+ 1 + 1)2, deci

1 1 1 [ 1
Ei=z+ Eozz+|§+ x+Z|:x+§+ T+ = Fo.

( Se poate folosi si formula radicalilor compusi: a? —b = (x4 1)? — (z+ 1) = 22,

deci
r+i4+z z+i-—z 1 1
/E: 2 2 —— _
0 \/ 9 +\/ B 2+ :c+4

siBi=xz+3+,/z+1=E)
Din Ey = E; rezults By = z + VE, = 2+ VEy, = Ei, si apoi, succesiv,
E3 =+ \/EQ = Eo, E4 = Eo, vesy ElO = Eo. ................................. ].p



Asadar \/E1g = VE :%Jr x+%,deciafb:f%. ..................... 2p

Precizari la barem

Variantd la a)

Se demonstreazi mai intadi punctul b) gi apoi ca unul din numerele a,b este
21 ()11 ) P 4p

Solutii partiale:

a) Se demonstreaza ci a € Q si, tindnd seama de b), se deduce ca b € Q, fard a
demonstra b). ... 2p(1p + 1p)

b) Se confirma rezultatul in cazuri particulare. ............................ 1p

Not&: La fiecare subiect, o solutie corectd (alta decit cea propusa in barem), va
ft punctata cu 10 p.



