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Barem de corectare

Clasa a VI-a

Subiectul 1 In triunghiul ABC, bisectoarele unghiurilor A si C se intersecteaz intr-
un punct M situat pe mediatoarea laturii (AC). Stiind ca m(AMC) = 2-m(BAC),
aflati masurile unghiurilor triunghiului ABC.

GM nr. 4/1995, pb. E:10920, enunt modificat

177 3 P 1p
Fie D mijlocul laturii (AC). Triunghiurile AMD si CM D sunt congruente LUL

((M D) este latura comuna, unghiurile ADM si CDM sunt drepte, iar AD = CD).
Deducem ¢ MAD = MOD. ..o\t 3p
Notéand cu a masurile acestor unghiuri, rezulta ca m(B/R') = m(A/C’\B) = 2a. Cum
suma masurilor unghiurilor triunghiului AMC' este 180°, deducem ca

TUAMO) = 180° — 200 <o e 3p
Conditia m(A/]W\C’) = Qm(B/A\C) revine atunci la 180° —2a = 4a, deci la 6o = 180°.
Rezulta ca o = 30°, deci m(B/A\C) = m(A/C’\B) — 60°. In fine, suma masurilor un-
ghiurilor triunghiului ABC fiind 180°, deducem ca m(@) =60° ............ 3p

Subiectul 2 a) Aratati ca impartind un numar prim la 30, restul este intotdeauna
fie 1, fie un numar prim.

b) Dati exemplu de un numar prim al carui rest la impartirea la 60 nu este nici 1,
nici numar prim.

Olimpiada Cuba, 2010



S ATt 1p
a) Sa presupunem ca s-ar putea obtine un rest diferit de 1 gi de orice numar prim,
un rest r din multimea {0,4,6,8,9, 10,12, 14,15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 25, 26, 27, 28 }.
Dar toate aceste numere sunt divizibile cu 2, 3 sau 5 (si diferite de 2, 3 si 5), deci si
n = 30q + r ar fi divizibil cu 2, 3 sau 5 (si diferit de acestea), prin urmare n n-ar fi

1018100 PP 5p
b) Impartindu-1 pe 109 (despre care se verifica ca este prim) la 60 obtinem restul
49 care NU este PIIML. .. ...ttt e et 4p

Subiectul 3 Spunem ca o multime A de numere naturale este biconvexa daca pentru
orice x € A cel putin unul dintre numerele x—1, x+1 apartine lui A. Astfel, multimea
A ={2016,2017,2018} este biconvexa deoarece toate elementele sale au vecini in A:
2016 +1 € A, 2017 —1 € A, 2018 — 1 € A. In schimb, multimea B = {1,2,4,6,7}
nu este biconvexa, deoarece elementul 4 € B este izolat in B: 4—1¢ Bsid+1 ¢ B.
a) Cate submultimi biconvexe de 4 elemente are multimea M = {1,2,3,...,20}7

b) Cate submultimi biconvexe de 18 elemente are multimea M = {1,2,3,...,20}?

Olimpiada Franta, prelucrare

1 o PP 1p
a) Daca a este cel mai mic element al unei submultimi biconvexe A, iar b este cel
mai mare, trebuie ca a +1, b — 1 € A. Prin urmare submultimile biconvexe de 4
elemente sunt de forma {a, a+1, b—1, b}, cu b—1 > a+ 1. Numaram submultimile
biconvexe dupa cel mai mic element al lor:

- submultimile in care cel mai mic element este 1 sunt: {1,2,3,4}, {1,2,4,5},
{1,2,5,6}, ..., {1,2,19,20}, asadar sunt 17 submultimi;

- submultimile in care cel mai mic element este 2 sunt: {2,3,4,5}, {2,3,5,6}, ...,
{2,3,19,20}, asadar sunt 16 submultimi;

- in general, pentru un anumit a fixat, b poate fi orice numar de la a 4+ 3 pana la 20,
deci sunt 18 — a submultimi biconvexe care il au pe a drept cel mai mic element.

- pentru @ = 17 avem o singura submultime biconvexa de 4 elemente, si anume

{17,18,19,20}.
. 17-18
In concluzie, sunt 174+ 16+ ...+ 1 = —5 = 153 de submultimi biconvexe cu 4

elemente. ... 3p
b) Trebuie sa scoatem doua elemente din multimea M astfel incat submultimea
ramasa sa fie biconvexa.

Numerele 1 gi 20 au un singur vecin: 2 si 19. Daca scoatem numarul 2, pentru ca
multimea sa ramana biconvexa trebuie ca celalalt element scos sa fie 1 (altfel 1 ar
ramane izolat), iar daca scoatem numarul 19, atunci trebuie sa-l scoatem si pe 20.

................................................................................ 1p
Daca cel mai mic element scos este 1, atunci al doilea poate fi oricare, in afara de 3
si 19 deci se obtin 17 submultimi biconvexe de 18 elemente.

Cel mai mic element scos nu poate fi 2, caci atunci 1 ar ramane in multime si ar fi
izolat.

Daca cel mai mic element scos este 3, atunci al doilea poate fi oricare mai mare in
afara de 5 si 19; sunt agadar 15 asemenea submultimi.



Daca cel mai mic element scos este 4, atunci al doilea poate fi oricare element mai
mare ca 4, in afara de 6 i 19, deci sunt 14 asemenea submultimi.

In general, daca cel mai mic element scos este a € {3,4,...,16}, al doilea nu are
voie sa fie a + 2 (ar ramane a + 1 izolat) si nici 19 (ar ramane 20 izolat), deci sunt
18 —a submulfimi. . ... 2p
Daca cel mai mic element scos este 17, celdlalt nu poate fi 19 (ar raméne i 18 si 20
izolate), deci in acest caz sunt 2 submultimi. ............ ... ... . L 1p
Daca cel mai mic element scos este 18, al doilea nu poate fi nici 19 (ar ramane 20
izolat), nici 20 (ar ramane 19 izolat), deci In acest caz nu avem nicio submultime.

................................................................................ 1p
In fine, putem elimina numerele 19 si 20 (o submultime).

. 15-16

In total, sunt 17+0+15+14+13+... +4+3+242+0+1 = 18+T = 138.
................................................................................ 1p

Subiectul 4 Alina si Bogdan joaca urmatorul joc. La inceput, pe tabla este scrisa

. o 1e A . ...m . .
fractia O mutare consta din inlocuirea fractiei — scrise pe tabla (m,n € N,
n

2017
m—1 m
n > 1) cu una dintre fractiile sau 7 Cei doi jucatori muta alternativ.
n

Prima mutare o face Alina. Cine obtine primul pe tabla un numar natural, castiga.
a) Aratati ca jocul se termina dupa cel mult 4030 de mutari.

b) Demonstrati ca, daca ambii jucdtori joaca bine, Bogdan poate intotdeauna
cagtiga. Cum trebuie sa joace Bogdan pentru a castiga?

Andrei Eckstein

1 o PP 1p
a) Observam ca la fiecare mutare suma dintre numarator si numitor scade cu 1,

................................................................................ 2p
deci dupa 4030 de mutari (daca jocul nu s-a terminat pana atunci) aceastd suma

. 9 9 0 L
va fi 2, deci numarul de pe tabla va fi 7= 1 € N sau 5= 0 € N, adica jocul se
BETTIINIA. .« o oot 1p
b) Strategia lui Bogdan: daca numaratorul fractiei de pe tabla nu este egal cu 1,
el micgoreaza mereu numitorul. In caz contrar, el micgoreaza numaratorul facand
fractia sa fie egala cu 0 si astfel cagtigand. Daca Alina micgoreaza la vreo mutare

a ei tot numitorul, Bogdan poate scrie pe tabla o fractie echiunitara, deci castiga.
Daca Alina diminueaza mereu numaratorul, iar Bogdan numitorul, se ajunge ca pe

. 1 . .
tabla sa fie scris numarul 7 moment in care Bogdan urmeaza la mutare si castiga.

Nota: La fiecare subiect, o solutie corecta (alta decat cea propusa in barem), va fi
punctata cu 10 p.



