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1. Fie U o mulţime nevidă de numere complexe nenule cu proprietatea că dacă x, y ∈ U , atunci
x

y
∈ U .

(a) Arătaţi că dacă x, y ∈ U , atunci xy ∈ U .

(b) Arătaţi că dacă U are 2016 elemente, atunci U este mulţimea rădăcinilor de ordinul 2016 ale unităţii.

2. Arătaţi că dacă pentru orice punct M din planul unui patrulater convex ABCD are loc inegalitatea
MA2 + MC2 ≥MB2 + MD2, atunci patrulaterul ABCD este paralelogram şi AC ≥ BD.

3. Arătaţi că:

(a) Funcţia cosinus hiperbolic pozitiv, cosh+ : [0,∞)→ [1,∞),

cosh+(x)
def
=

ex + e−x

2
, ∀x ∈ [0,∞)

este strict crescătoare, inversabilă şi că inversa acesteia este funcţia notată arccosh+ : [1,∞) →
[0,∞),

arccosh+(y) = ln
(
y +

√
y2 − 1

)
, ∀y ∈ [1,∞).

(b) Pentru orice y ≥ 1 avem 16y5 − 20y3 + 5y ≥ 1 şi are loc egalitatea

5 · arccosh+(y) = arccosh+

(
16y5 − 20y3 + 5y

)
.

4. Fie I, J intervale şi o funcţie f : I → R. Funcţia f se numeşte convexă (respectiv concavă) pe I dacă
pentru orice x, y ∈ I, x 6= y şi pentru orice t ∈ (0, 1) avem f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y) (respectiv
f(tx+(1− t)y) ≥ tf(x)+(1− t)f(y)). Dacă ı̂n definiţia de mai sus inegalităţile sunt stricte, atunci funcţia
f se numeşte strict convexă (respectiv strict concavă).

(a) Utilizând eventual inegalitatea lui Bernoulli: ”Pentru orice s ≥ −1 şi pentru orice 0 < r < 1 are loc
(1 + s)r ≤ 1 + rs, cu egalitate dacă şi numai dacă s = 0” arătaţi că funcţia logaritm ln : (0,∞)→ R
este strict concavă.

(b) Arătaţi că dacă o funcţie f : I → J este strict concavă (respectiv strict convexă), strict crescătoare şi
inversabilă, atunci inversa lui f este o funcţie strict convexă (respectiv strict concavă). Demonstraţi
că funcţia exponenţială ex, respectiv funcţia cosh+ sunt strict convexe pe R şi respectiv pe [0,∞).

(c) Arătaţi că dacă a, b ∈ R şi dacă funcţia f : I → R este strict concavă (sau strict convexă) pe I,
atunci ecuaţia f(x) = ax + b are cel mult două soluţii ı̂n intervalul I.

(d) Rezolvaţi ı̂n mulţimea numerelor reale ecuaţia

x +
√
x2 − 1 =

(
2 +
√

3
)x−1

.
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